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ДОСЛІДЖЕННЯ РЕАЛІЗАЦІЇ ЧИСЕЛЬНИХ СТРОГИХ 
МАТЕМАТИЧНИХ МЕТОДІВ ІЗ ЗАДАННЯМ ПАРАМЕТРА 

КІЛЬКОСТІ ЧЛЕНІВ У РЯДУ ТЕЙЛОРА 

Запропоновано математичну модель, яка дозволяє реалізувати функцію 
перетворення геодезичних координат у прямокутні плоскі проекції Гаусса-
Крюгера у програмному середовищі на основі задання параметра кількості 
членів ряду Тейлора, регулюючи точність перетворення координат, а також їх 
розмірність. Метою цього дослідження є реалізація математичної моделі 
чисельного наближеного комп’ютерного методу перетворення геодезичних 
координат у плоскі прямокутні проекції Гаусса-Крюгера. Результати цього 
дослідження будуть також використанні під час створення функцій 
перетворення координат з прямокутних плоских проекції Гаусса-Крюгера у 
геодезичні та із однієї 6-градусної зони проекції Гаусса-Крюгера в іншу., 
враховуючи параметр кількості членів у ряду Тейлора. 

Ключові слова: референц-еліпсоїд; геодезичні методи; строгі комп’ютерні 
методи; картометрія; ГІС, ряд Тейлора, математична модель. 

Постановка проблеми. Одним із головних розділів картографії є 
застосування геодезичних і картометричних методів, які визначають умови всіх 
вимірювань на різноманітних картографічних матеріалах: картах, 
топографічних планах, профілях, ортофотопланах, космічних знімках тощо [1]. 

Можна зазначити про три етапи розвитку картометричних методів [2; 3]: 
 аналогові картометричні методи; 
 стандартні методи інструментальних геоінформаційних систем (далі – 

ГІС), які не є строгими, а наближеними, оскільки в обчисленні 
використовуються обмежена кількість членів в ряді Тейлора; 

 строгі комп’ютерні методи, що дозволяють визначати кількісні 
характеристики об’єктів з високою точністю з практично нескінченною сумою 
членів у ряді Тейлора. 

Для роботи з геопросторовими об’єктами у геоінформаційних системах 
доцільно використовувати референц-еліпсоїд [4-12]. Розрахунок 
картометричних характеристик і виконання геоінформаційного моделювання та 
аналізу має здійснюватися з урахуванням впливу кривизни Землі [4]. 
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Це забезпечить перехід до строгих комп’ютерних методів, що дозволяють 
визначати кількісні характеристики з надвисокою точністю. 

Насправді, вплив кривизни Землі наявний у всій продукції топографічної 
зйомки і не залежить від її масштабу. Побудова моделі земної поверхні та її 
відображення має здійснюватися на референц-еліпсоїді. У такому разі слід 
використовувати строгі аналітичні геодезичні методи в геоінформаційному 
середовищі. 

Сьогодні обробка геодезичних вимірювань виконується в сучасних 
програмних засобах із застосуванням комп’ютерної обчислювальної техніки. 
Вирішення систем рівнянь з трьома і більше невідомими, розкладення функцій 
в ряд Тейлора практично без обмежень кількості членів, обчислення інтегралу 
функції та інші операції математичного аналізу, що застосовуються в сучасній 
геодезії та геоінформатиці, виконуються досить швидко. 

На прикладі задачі з перетворення геодезичних координат у прямокутні 
плоскі розглянуто, яким чином можна максимально наблизитись до 
аналітичного виконання цього перетворення. 

Аналіз досліджень та публікацій по темі дослідження. У роботі [5] було 
досліджено математичні моделі перетворення координат для проекції 
Меркатора. Однією із загальних особливостей досліджених математичних 
моделей перетворень є обмеження кількості членів ряду Тейлора, що 
неможливо було виконати без використання комп’ютерних та 
геоінформаційних технологій. 

У роботах [13-18] було досліджено математичні моделі перетворення 
геодезичних координат у прямокутні плоскі та навпаки, також перетворення із 
однієї зони проекції Гаусса-Крюгера в іншу. 

Метою роботи є  реалізація математичної моделі чисельного наближеного 
комп’ютерного методу перетворення геодезичних координат у плоскі 
прямокутні проекції Гаусса-Крюгера. 

Виклад основного змісту дослідження. Для отримання будь-якого 
конформного зображення еліпсоїда на поверхні застосовано формули (1) – (3): 

 
       ( )x iy C q il   ,     (1) 

          0;x Cq y C L L   ,    (2) 

   [ ( )]
0 0( cos ( ) sin( ))q i l qx iy Ce Ce L L i L L             ,  (3) 

де 
1 sin 1 sinln ( )( )
1 sin 1 sin
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B e B

 


  , e – перший ексцентриситет еліпсоїда. 

Якщо α=1, l – мала величина, застосовуючи формулу ряду Тейлора (4), 
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отримаємо рівняння деякої рівнокутної проекції, що відображає поверхню 
еліпсоїда зонами невеликої ширини за довготою (5): 
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де 1i    ; ( 1)n ni   . 

Розділяючи хибні (мнимі) та істинні частини рівняння, отримаємо формулу 
(6) та (7) для абсциси і ординати: 

    
2 4 6
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2! 24! 720!
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де ( )f q  – довжина дуги осьового меридіана від екватора до паралелі з 
широтою даної точки, яка визначається за формулами (8) і (9): 

 
    ( )

1 2 3 4( ) sin 2 sin 4 sin 6 ...радf q d B d B d B d B     ,  (8) 

     
2

4 63 5(1 ...)
4 64 256
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e – перший ексцентриситет еліпсоїда, a – велика піввісь еліпсоїда, l – 
різниця довгот у радіанах. 

За Закатовим [15] формули (6) і (7) мають такий вигляд (10) і (11): 
 

    
2 4 6

2 4 6
2 4 6 ...

2! 24! 720!
d x d x d xx X l l l
dq dq dq

     ,          (10) 

     
3 5

3 5
3 5 ...

6! 120!
dx d x d xy l l l
dq dq dq

     ,            (11) 

де ( )X f q . 
Визначено два випадки: масштабний коефіцієнт m0 =1 або m0  ≠ 1.  

Для проекції Гаусса-Крюгера m0 =1, тому: 
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Закатов П.С. і Морозов В.П використовують математичні моделі 
перетворення координат з геодезичних у прямокутні плоскі із застосуванням 
тригонометричних функцій та правил спрощень, що не дозволяє задавати 
кількість членів ряду Тейлора параметром. 

Для цієї задачі автором статті було запропоновано адаптацію визначення 
абсцис і ординат за формулами (16) і (17), на основі математичних моделей у 
роботах[15; 16]: 
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Закатов П.С. [15] встановив, що без застосування 2-ого і більше порядків 
ряду Тейлора для точних розрахунків формули (16) і (17) використовувати не 
слід. Тільки із використанням 6-ого та вище порядку ряду. 

Морозов В.П. [16] зазначає, що коефіцієнти в цих формулах є функціями 
тільки для широти В. Характерною ознакою рівнянь симетричних проекцій є те, 
що рівняння абсцис складається тільки з парної степені різниць довгот, а 
рівняння ординат – з непарної. 

Ці математичні моделі (16) і (17) рекомендовано реалізовувати у 
програмних середовищах MATLAB або PhyCharm з використанням необхідних 
бібліотек. 

Висновки. 1. Запропонована математична модель дозволяє реалізувати 
функцію перетворення геодезичних координат у прямокутні плоскі проекції 
Гаусса-Крюгера у програмному середовищі на основі задання параметра 
кількості членів ряду Тейлора, регулюючи точність перетворення координат, а 
також їх розмірність. 
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2. У перспективі будуть проведені наукові дослідження з розроблення 
нових методик для картометричних операцій [19; 20], які би практично не мали 
обмежень для досягнення необхідної точності, в тому числі і для надвеликих 
відстаней. Ці пропозиції будуть обґрунтуванням для внесення змін у 
нормативно-правові документи, що регулюють створення та оновлення 
геопросторових даних і виконання геодезичних, картометричних та 
морфометричних методів у геоінформаційному середовищі. 
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THE RESEARCH OF IMPLEMENTATION OF NUMERICAL RIGOROUS 

MATHEMATICAL METHODS WITH THE PARAMETER OF THE 
MEMBERS NUMBER IN THE TAYLOR SERIES 

 
The current level of development of geoinformation technologies makes it 

possible to determine the cartometric properties of terrain objects with a user-defined 
accuracy. The author of this paper proposes a mathematical model that allows to 
implement the function of converting geodetic coordinates into rectangular flat 
Gauss-Kruger projections in a software environment based on the setting of the 
parameter of the number of members in the Taylor series, adjusting the accuracy of 
the coordinate transformation and their dimension. The purpose of this work is to 
implement a mathematical model of a numerical approximate computer method of 
converting geodetic coordinates into flat rectangular Gauss-Kruger projections. The 
results of this study will also be used to create functions for converting coordinates 
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from rectangular flat Gauss-Kruger projections to geodetic coordinates and from one 
6-degree zone of the Gauss-Kruger projection to another, taking into account the 
parameter of the number of members in the Taylor series. The proposed mathematical 
models are recommended to be implemented in the MATLAB or PhyCharm using 
the necessary libraries. The following studies will focus on determining the areas and 
lengths of objects located in two or more 6-degree zones of the Gauss-Kruger 
projection. 

Key words: reference ellipsoid; geodetic methods; rigorous computer methods; 
cartometry; GIS, Taylor series, mathematical model. 
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