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МОДЕЛЮВАННЯ ТЕМПЕРАТУРНИХ ВПЛИВІВ В МАСИВНИХ ТІЛАХ 

ЗА ДОПОМОГОЮ МОДИФІКОВАНОГО МЕТОДА ПРЯМИХ 
 
Приведено основні ідеї та можливості модифікованого методу прямих, для 

моделювання температурних впливів в масивних тілах. Прийнято розрахункову модель 
прямокутного бруса з визначеним тепловим станом. Застосована процедура зниження 
вимірності вихідних рівнянь за допомогою модифікованого метода прямих та метод 
Бубнова-Гальоркіна-Петрова для граничних умов. Наведені редуковані рівняння 
теплопровідності і редуковане рівняння теплового балансу. Зроблено висновки, щодо 
доповнення редукованих рівнянь другого порядку складовими з граничних умов на бокових 
поверхнях і наведені остаточно редуковані рівняння другого порядку по просторовим 
змінним. 

Ключові слова: модифікований метод прямих; термопружність; температурне поле; 
базисні функції; проекційний метод; граничні умови. 

 
Розглядається брус прямокутного поперечного перерізу (Рис.1), три 

габаритні розміри якого, одного порядку [1]. Тепловий стан такого об’єкта 
тривимірний і тому описується системо, за допомогою тривимірних рівнянь 
теплопровідності. 

 
Рис.1. 
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При застосуванні модифікованого метода прямих для зниження вимірності 
вихідних рівнянь, зручно використовувати їх у вигляді системи 
диференціальних рівнянь в частинних похідних першого порядку по 
просторових координатах. 

В даному випадку це рівняння Фур’є: 

                                                                          (1) 

Та рівняння теплового балансу: 
 

       (2) 

Розрахункові функції, що входять до цих рівнянь, повинні задовольняти 
граничним умовам, за які зручно прийняти умови конвективного теплообміну 
на граничних поверхнях вибраного тіла з оточуючим середовищем: 

 
                                         (3) 

                                           (4) 

                                (5) 

                               (6) 

                           (7) 

                           (8) 
 
Тут: – коефіцієнт теплопровідності;  – коефіцієнт конвективного 

теплообміну на відповідній позначенням площині. Якщо  граничні умови 
перетворюються на граничні умови другого роду (задано тепловий потік з 
відповідної граничної площини); якщо , то задано граничні умови 
першого роду (задано значення температурної функції на відповідній граничній 
площині). 

Шукана температурна функція повинна задовольняти початковій умові: 
при t=0, , де  – відоме початкове значення 
температурної функції в кожній точці тіла. 

Згідно модифікованого метода прямих [4, 5] на брус наноситься дві 
системи прямих, паралельних до координатних осей Oy та Oz (передбачається 
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зниження вимірності по просторовим змінним y та z). Вибір таких прямих 
обумовлений тим, що редуковані рівняння будуть залежати від змінних x та t, 
тобто будуть нагадувати одновимірні рівняння одновимірної нестаціонарної 
задачі теплопровідності, для яких на даний час в літературі по математичній 
фізиці розроблено ефективні та зручні чисельні методи, до застосування яких 
нескладно адаптувати редуковані рівняння [1]. Вибір прямих також 
узгоджується з граничними умовами. Граничні умови на граничних 
площинах:  можна переписати в наступному вигляді, 
прив’язуючи позначення до вибраних прямих. 

В якості базисних функцій, пов’язаних з вибраними прямими по змінній y 
та змінній z вибираємо локально зосереджені функції. Системи цих функцій по 
y та z є косокутними відносно скалярного добутку по змінній y та z, тому в 
даній роботі використовуються тензорні позначення та дії над векторами, 
докладно описані в нашій роботі [5]. Це значно спрощує побудову редукованих 
рівнянь. Зниження вимірності по двох просторових змінних виконуємо окремо 
по кожній із змінних – y та z, причому незалежно в якій послідовності. При 
зниженні вимірності по y всі інші змінні вважаються параметрами, аналогічно 
при зниженні вимірності по z.  

Для зниження вимірності використовується проекційний метод Бубнова-
Гальоркіна-Петрова. Оскільки граничні умови (3) – (8) є природніми, то це 
дозволяє використовувати в проекційному методі базисні функції, що не 
задовольняють ніяким граничним умовам.  

Спочатку будемо знижувати вимірність по змінній y. Кожне рівняння 
закону Фур’є помножимо на базисну функцію . 

Зниження вимірності виконуємо спочатку по одній змінній – а саме по y, 
потім отримані редуковані рівняння будемо редукувати по другій координаті – 
а саме по z.  

Слід зазначити , що зі змінною y будемо пов’язувати індекси 
, а зі змінною z – індекси . 

Зниження вимірності по змінній y: помножимо скалярно кожне рівняння на 
, за допомогою операції опускання індексу  перейдемо до 

коваріантного базиса зниження вимірності рівнянь закону Фур’є – і після 
нескладних операцій отримаємо: 

            (9) 
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Одновимірне по просторовій координаті рівняння нестаціонарної 
теплопровідності успішно розв’язується за допомогою явної або неявної 
різницевих схем, алгоритми застосування яких детально досліджені та 
апробовані в монографіях по чисельним методам математичної фізики [3]. 

Застосування модифікованого метода прямих для зниження вимірності 
вихідних рівнянь, дозволяє з двовимірних та тривимірних по просторових 
змінних. Головна властивість редукованих рівнянь полягає в тому, що їх 
структура схожа на структуру вихідних рівнянь, що не вимагає складної 
реконструкції чисельних алгоритмів, розроблених для розв’язування рівнянь 
малої вимірності і відповідних питань стосовно збіжності чисельних 
алгоритмів. 

Для того щоб редукувати рівняння плоскої задачі нестаціонарної 
теплопровідності, або просторової, треба та відкинути редукцію по z.    

Аналогічно редукуємо рівняння теплового балансу: 

(10) 

Оскільки результат проектування не залежить від послідовності 
проектування по y та по z, тому будемо вибирати таку послідовність, при якій 
зручніше робити перетворення. Оскільки перша складова рівняння 
теплопровідності не має похідних по y та по z, то найпростіше почати зниження 
вимірності з цієї складової: 

     (11) 

Аналогічно проектується друга складова: 

                                                            (12) 

Так само отримуємо редуковану праву частину: 
                                                                                  (13) 

Редуковані рівняння будуємо в коефіцієнтах [1]. Для цього вихідні 
рівняння скалярно множимо на базисні функції взаємного базиса. Якщо 
складова рівняння не залежить від похідної по змінній, по якій знижується 
вимірність, то ця змінна вважається параметром. Змінна за якою знижується 
вимірність визначає вектор (або тензор) редукованої функції, що позначається 
відповідним індексом. Це стосується першого з рівнянь закону Фур’є та лівої 
частини рівняння теплового балансу: 

                  (14) 
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Далі аналогічно при знижені по z: 

 

  

Далі по y: 

 Враховуючи, що:  

Далі інтегруємо вирази, які включають похідні по y, або по z. 
До редукованих рівнянь входять складові, які можна виключити за 

допомогою граничних умов на бокових площинах, записаних у формі (14). 
Кожне з цих співвідношень враховує три складові, які враховують 

граничні умови на бокових площинах. Перша складова враховує компоненту 
невідомої функції – – температуру на боковій площині 1y і входить в перше 
рівняння системи редукованих рівнянь. Компонента – входить до 
відповідного рівняння; компоненти  та  входять до одного з відповідних 
рівнянь. 

Компоненти –θ та +qy – відомі компоненти температури зовнішнього 
середовища та теплового потоку зовнішнього середовища входять до 
відповідних рівнянь (відповідно індексам). Ці складові заносяться до об’ємної 
складової Qik, що разом позначається . 

З урахуванням вищеописаних зауважень система розрахункових 
редукованих рівнянь записується у вигляді: 

. 

Тут  – невідома редукована функція з додатковими коефіцієнтами 
за рахунок граничних умов на бокових площинах;  – це відомий об’ємний 
тепловий влив Q та додаткові впливи від граничних умов на бокових площинах.  

( ) ( , , )( , , ) ( , , ) ( , )

( , , ) ( , ), ( )

i ik
i z ik
x T z x T

i ik
k

T T x z tq x z t x z t q x t
x x

T x z t T x tc z c
t t

l j l

r j r

æ ö¶ ¶
= - ® = - ×ç ÷¶ ¶è ø

ì ü¶ ¶
× ®í ý¶ ¶î þ

( ) ( , , ) ( , , ) ( ) ( )

( , , ) ( ) ( ) ( , , ) ( , , )

y y

y y

y

y

h h
i i i

y T x y y j
h h

h
i
y T j T j

h

T Tq q dy q x z t T x z t y gij y
x y

q x z t gij y y dyT x z t gijb T x z t

a
a

a a
a a

l l j l j j

l j j l

+ +

- -

+

-

æ ö¶ ¶æ ö ç ÷= - ® = ® -ç ÷ ç ÷¶ ¶è ø è ø
æ ö
ç ÷® - ®-
ç ÷
è ø

ò ò

ò

( ) ( )( )( , , ), ( , ) ( , ) ( ) ( )
y

j

y

h
bi k ik k

y ig j z y T j
h

q g b T x z t q x t gijb T x t y y dyaa a
a al j l j j

+

-

= - ® = - = ò

( ) ( ) , ( ) ( )
y z

y z

h h

j j l l
h h

b y y dy b z z dza a x xj j j j
+ +

- -

= =ò ò

1i yT
iNyT

1i yT iNyT

Q

2
( , ) 2 ( , )

ik
l ikij klb
x tl j

T

c T ikb T T g b g b T x t g Q
t x

c gab x
c a bg

r
l

¶
+ = ¶ + + +

¶ ¶
( , )

ik
T x y

ik
Q



Містобудування та територіальне планування190

Граничні умови на бокових площинах  зручно 
переписати, прив’язавши їх позначення до позначень прямих: 

 
                                       (15) 

                                    (16) 
                                        (17) 

                                     (18) 
 
Тут  - номери граничних прямих. 
Граничні умови на торцевих площинах х=0, х=l редукуються по змінним y 

та z. Оскільки вони є алгебраїчними співвідношеннями то в редукованому 
вигляді замість змінних y та z в них з’являються відповідні індекси: 

 
                                                           (19) 

                                                             (20) 
 
До редукованих рівнянь, як випливає з редукування вихідної системи 

розрахункових рівнянь, не входять просторові змінні y та z, тому необхідно 
застосувати редукцію до рівнянь (9)-(12), що визначають граничні умови на 
бокових площинах. 

Редукування ведеться по одній змінній, по y, або по z, замість яких 
з’являються відповідні індекси: 
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застосовувати в певній послідовності – спочатку застосовувати скалярний 
добуток на базисну функцію, по якій диференціюється дана складова, тобто для 
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третьої складової спочатку скалярно множити на  а після виконання 
необхідних перетворень на  

 

 

 
На даному етапі перетворень рівняння використовується перетворення 

підінтегрального виразу за допомогою інтегрування частинами. 
Безпосередньо підставляти під знак похідної розклад qy по базису не 

можна, оскільки qy тільки один раз диференційована на відміну від T, яка двічі 
диференційована. Рекомендується [4] в даному випадку пом’якшити 
інтегрування за допомогою інтегрування частинами. Тому маємо: 

Тут позначено: . Враховано тензорну операцію підстановки індекса: 

.  

Остаточно отримуємо: ,  (25) 

Після скалярного множення на  отримаємо: 
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. 

Редуковані рівняння теплопровідності частинних похідних першого 
порядку мають наступний вигляд – редуковані рівняння Фур’є: 

                                                                                     (26) 

                                                                               (27) 

                                                                               (28) 
Редуковане рівняння теплового балансу: 

          (29) 

 Остаточно редуковане рівняння теплового балансу: 
 

      (30) 

Як правило, для побудови розв’язку рівнянь нестаціонарної 
теплопровідності використовують явні та неявні різницеві схеми, які будують 
для рівнянь в частинних похідних другого порядку. Побудуємо редуковані 
рівняння в частинних похідних другого порядку, виключаючи з редукованих 
рівнянь теплового балансу редуковані компоненти теплових потоків за 
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допомогою редукованих рівнянь закону Фур’є, тобто виключаючи 
. 

Остаточно отримуємо: 
 

               (31) 

Редуковані невідомі повинні задовольняти редукованим граничним 
умовам, які отримуються з вихідних граничних умов, заданих на торцевих 
площинах х=0, х=l. Це умови (3), (4). Оскільки розрахункові рівняння записані 
в похідних першого порядку, то граничні умови є алгебраїчними 
співвідношеннями і це значно спрощує побудову редукованих граничних умов: 

 
                                                        (32) 

                                                           (33) 
 
Вихідні початкові умови  в початковий момент часу відомий розподіл 

температурної функції в усіх точках об’єму тіла, що розглядається: 
                                                                            (34) 

Початкові умови для редукованої задачі отримуємо проектуючи (34): 
                                                                                     (35) 

Таким чином, для дослідження температурного поля бруса ставиться 
початково-гранична задача – знайти розв’язок рівняння (31), якщо 
розв’язувальні редуковані функції задовольняються початковій умові (35) та 
граничним умовам (32), (33). 

Редуковані рівняння другого порядку доповнюються певними складовими 
з граничних умов на бокових поверхнях (3), (4), в які підставляються 
співвідношення (34), (35). Вони доповнюються невідомими та відомими 
складовими, якими доповнюється права частина рівнянь. 

Остаточно редуковані рівняння другого порядку по просторовим змінним 
мають вигляд (31), (32), (33). Розрахункові функції цих рівнянь повинні 
задовольняти умови (3) – (8) та початкові умови. Структурно з урахуванням 
тензорного характеру редуковані рівняння мало відрізняються від відповідних 
класичних рівнянь теплопровідності, що значно спрощує застосування 
чисельних методів для подальшого розв’язку.  
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Матричні коефіцієнти  в редукованому вигляді за допомогою проекційного 

методу заміняють диференціальні оператори  та  і враховують 

відповідні початкові граничні умови на торцях. 
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SIMULATION OF TEMPERATURE EFFECTS IN MASSIVE BODIES 

USING THE MODIFIED METHOD OF LINES 
 

This article presents the main ideas and possibilities of the modified straight line 
method for modeling temperature effects in massive bodies. The calculation model of 
a rectangular beam with a defined thermal state is adopted. The procedure for 
reducing the dimensionality of the original equations using the modified method of 
straight lines and the Bubnov-Galyorkin-Petrov method for boundary conditions is 
applied. The reduced equation of thermal conductivity and the reduced equation of 
heat balance are given. Conclusions are made regarding the addition of reduced 
second-order equations with components from the boundary conditions on the lateral 
surfaces, and finally reduced second-order equations in spatial variables are given. 

We are considering a beam of rectangular cross-section, the three dimensions of 
which are of the same order. The thermal state of such an object is three-dimensional 
and is therefore described systematically using three-dimensional heat conduction 
equations. When applying the modified method of straight lines to reduce the 
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dimensionality of the original equations, it is convenient to use them in the form of a 
system of partial differential equations of the first order in spatial coordinates. 

According to the modified method of straight lines, two systems of straight lines 
parallel to the coordinate axes Oy and Oz are applied to the beam (a decrease in 
dimensionality in terms of spatial variables y and z is assumed). The choice of such 
straight lines is due to the fact that the reduced equations will depend on the variables 
x and t, that is, they will resemble the one-dimensional equations of the one-
dimensional non-stationary problem of thermal conductivity, for which efficient and 
convenient numerical methods have been developed in the literature of mathematical 
physics at the moment, to which it is easy to adapt the reduced equation. 

Keywords: modified method of straight lines; thermoelasticity; temperature 
field; basis functions; projection method; boundary conditions. 
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